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1 Matrizen

Sei V' im folgenden ein KK-Vektorraum und f ein Endomorphismus von V.

Definition: ,,Diagonalisierbarkeit*
f heil3t diagonalisierbar, wenn es eine Basis B von V' gibt, sodass die Darstellungsmatrix von
f beziiglich B Diagonalform hat.

Bemerkung: Kriterium fiir Diagonalisierbarkeit
f ist genau dann diagonalisierbar, wenn es eine Basis von V' aus Eigenvektoren von f gibt.

Definition: ,,Charakteristisches Polynom*
Hat V' die Dimension » und ist A die Darstellungsmatrix von f, so ist das charakteristische
Polynom definiert als

P(t): = det (A —1,)

Lemma: Dimension der Eigenriume

Die geometrische Vielfachheit eines Eigenwerts (Dimension des zugehorigen Untervektor-
raum von V' aus Eigenvektoren) ist kleiner oder gleich der algebraischen Vielfachheit (Multipli-
zitat der Nullstelle im charakteristischen Polynom).

Satz: Hauptsatz iiber Diagonalisierbarkeit
Hat V' die Dimension » und sind 4; die verschiedenen Eigenwerte von f, dann sind folgende
Aussagen dquivalent

1. f ist diagonalisierbar.
2. Die geometrische und algebraische Vielfachheit stimmt fiir alle Eigenwerte iiberein.
3. Die direkte Summe aus den Eigenrdumen ist V.

Definition: ,,Trigonalisierbar*

f heil3t trigonalisierbar genau dann, wenn es eine Basis von V' gibt, so dass die zugehorige
Darstellungsmatrix von f eine rechte obere Dreiecksmatrix ist.

Definition: ,,Invarianter Unterraum*
Ein Untervektorraum W < V heiflt f-invariant, wenn f(W) C W.

Bemerkung: Teilbarkeit
Ist W f-invariant, dann teilt Pflw(t) P ().

Satz: Trigonalisierungssatz

f ist genau dann trigonalisierbar, wenn das charakteristische Polynom in Linearfaktoren zer-
fallt.
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Spezialfall Insbesondere ist jeder Endomorphismus fiir einen K-Vektorraum trigonalisierbar,
wenn K algebraisch abgeschlossen ist, wie z.B. C.
1.1 Potenzen eines Endomorphismus und der Satz von Cayley-Hamilton

Durch ersetzen der Multiplikation in K mit der Hintereinanderausfiihrung von Endomorphismen
und der Addition durch die Addition eben derer, kénnen wir Polynome trivial auf den Ring der
Endomorphismen von V {ibertragen.

10 Satz: Satz von Cayley-Hamilton
Ist V endlich-dimensional, so gilt

Py (f)=0

1.2 Nilpotente Matrizen
11 Definition: ,,Ahnlichkeit von Matrizen**

Zwei Matrizen A, B € K" heiflen dhnlich, wenn es ein S € GL(K") gibt, sodass B = SASL

12 Bemerkung: Eigenschaften dhnlicher Matrizen
Ahnlich Matrizen haben gleiche Eigenwerte und Eigenvektoren.

13 Definition: ,,Nilpotenz, -index*
f heiBt nilpotent, falls es ein j € N gibt, sodass f J = 0. Das kleinste j fiir das dies zutrifft
heifit Nilpotenzindex.

14 Lemma: Aussagen iiber Nilpotenz
1. Ist A eine obere Dreiecksmatrix, dann ist A genau dann nilpotent, wenn alle Diagonalele-
mente 0 sind.

2. Der Nilpotenzindex ist hochstens gleich der Dimension des Vektorraums, kann aber durch-
aus kleiner sein.

3. Nur die Nullmatrix ist nilpotent und diagonalisierbar.

4. Ist eine Matrix nilpotent, so hat sie den Eigenwert 0.

15 Definition: ,,Partition einer natiirlichen Zahl*

Sein n,s € N\ {0}. Dann ist eine Partition p von # in s Teile eine absteigende Folge von s
natiirlichen Zahlen deren Summe # ergibt.

16 Definition: ,,Duale Partition*
Die zu p = (pi, 1<i< s) duale Partition ist p* = (qi, 1<i< s) mit

g =#{p;2j1<i<s}

Prof. Farkas Bodo Graumann
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17 Satz: Ahnlichkeit von nilpotenten Matrizen
Wir definieren zu einer Partition zuerst die zugehdrige nilpotente Matrix N{(p) als

N(pl) 0 0
N(pt<izs)=| O N2 00
0 w0 N(py

0 1 0

0O O 1 0

N(Pi) = e eee eee eee e

0O - - 0 1

0 0

1. Sei p und p Partitionen von n, dann sind die N(p) und N(p) genau dann #hnlich, wenn
p=p.
2. Sei A nilpotent mit Nilpotenzindex m und
g =1k Al kA

dann ist (g;, 1 < i < m) eine Partition von n und A ist dhnlich zu N{(g").

18 Satz: Kategorisierung von nilpotenten Matrizen
Sei A eine beliebige nilpotente Matrix der Dimension » mit Nilpotenzindex m und ist g;: =
k(A1) = tk(A") > 0. Dann ist q:=(q;, . q,,) eine Partition von »n und A ist dhnlich zu N(p)
mit p = q*.

Beweis (18)
A" =0

Wir zeigen, dass es eine invertierbare Matrix P gibt mit P 'AP= Ni (p).
S;i= ker(A)) = {x € V: A'x = 0}

Sei x € S

Ax=0=2 AAX) =0 At x=0sxeS5,,
=>S5_,CS,

{0}=8,c8 c-cS,=V

q; = tk(A'™") — tk(A") = dim,(S)) — dim,(S;_))
Also ist ¢ = dim,(S,,) — dim; (Sy) =n—-0=n

Prof. Farkas Bodo Graumann
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Um zu zeigen, dass g; > g;,, finden wir eine injektive Abbildung von Si1 vy Si denn q;
i—1

S S
. S.
dlm(T_’]).

i

Sis1 Si
fT i rlif(x+Si) =AX+Si_1
i—

1

Zuerst zeigen wir die Unabhingigkeit von den gewihlten Reprisentanten. Sei x, y € S;,:

x+S=y+S8, = Ax+ S, = Ay + 5,4
Sx—-yeES = Ax—-Aye S,
o Ax-—y)=0= A (Ax - Ay) =0

Jetzt beweisen wir die Injektivitit. Sei x € S, ;.

fx+S)=0€ Si
¥ v Si—l
< Ax + Si—] = Si—] S Ax € Si—l

s A MAx=0ex€S,

Somit ist ker f'= {0} und da f linear ist, ist sie auch injektiv.

19 Korollar: Aquivalenzrelation

In der Menge der nilpotenten Matrizen bildet die Ahnlichkeit ein Aquivalenzrelation und die
N(p) sind Reprisentanten der Aquivalenzklassen.

1.3 Minimalpolynom eines Endomorphismus
Sei V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum, ¢ € End, (V)
20 Definition: ,,Anwendung eines Polynoms auf einen Endomorphismus*
Istp € K[x], dannist p(¢p) = apI+a,¢p+---+a,¢" € End, (V) wobei p(x) = ag+a;x+---+a,x"
dh. Vv eV, p(p)(v) = ayv + a;p(v) + - + a,d"(v)

Bemerkung @: K[x] » End, (V) ist ein Ringhomomorphismus.

Folgerung Im(¢) C End, (V) ist kommutativ

Beweis (Folgerung) vy,,y, € Im(¢), also y; = ¢(p) fiir p, e K[x],i=1,2

Yoy, = 43(121) ° <13(P2) = <l§(1’1 “Py) = <l§(1’2 “p) = <l§(1’2) ° ¢~7(P1) =Yr°y

Prof. Farkas Bodo Graumann
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21 Lemma:
Es gibt ein Polynom f € K [x], f # 0, so dass f(¢) = 0 € End, (V).

Beweis (21) Sei (e, -, ¢,) eine Basis von V. Dann ist fiir jedes j € {1,---,n} die Menge

{e;.¢(e;), . ¢"(e;)} linear abhiingig. Sei q;(x):= ay + a;x + -+ + a,x" mit g,(¢p)(e;) = 0.
Dann ist g(x): = Hle q;(x) das gesuchte Polynom.

q(p)e;) = (Ha,-<¢>> (@ (@)e;) = (H q,-<¢)> 0 =0

i#] i#j

22 Definition: ,,normiertes Polynom*
Ein Polynom heif3t normiert, wenn sein Absolutglied gleich 1 ist.

23 Definition: ,,Minimalpolynom*
Das normierte Polynom kleinsten Grades, my € K [x], mit m¢(q,’>) = 0 heiflt das Minimalpo-
lynom von ¢.

(Die Eindeutigkeit muss noch gezeigt werden.)

24 Satz: Division mit Rest
Seien f,g € K[x], dann existieren eindeutig bestimmte Polynome ¢,r mit f = g - g+ r,
deg(r) < deg(g).

1.3.1 Folgerung
Ist @ € K eine Wurzel von f, dann gibt es ein g € K [x], mit f(x) = (x — a)g(x).
25 Satz:
Ist d = ggT(f,, f5), so gilt d| f, und d| f, sowie g|f| A g|f, = g|d. AuBerdem gibtes p,q €
K[x],sodassd = pf, +qf,

(Der groBte gemeinsame Teiler kann mit dem euklidischen Algorithmus bestimmt werden. Er
ist bis auf einen konstanten Faktor eindeutig bestimmt.)

1.3.2 Der euklidische Algorithmus

Hh=arf+f deg(f3) < deg(f3)
h=af+ s deg(fy) < deg(f3)
fm—2 = qm—me—l + fm’ deg(fm) < deg(fm—l)

fm—l = qm—lfm+0

Prof. Farkas Bodo Graumann
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26 Satz: Erster Zerlegungssatz
Sei f € K[x], f=g- h,und g, h teilerfremd. Dann gilt

o ker(f(¢)) = ker(g(¢)) @ ker(h(¢))

e Die beiden Projektionen T, ker(f(¢)) — ker(g(¢)) und z,:ker(f(¢)) — ker(h(¢)) auf
die Summanden sind gegeben durch 7, = g(¢) - h(¢) und z;, = p(¢)- g(¢) mit 1 = pg+qh
fiir p, g € K[x]

Beweis (26) ggT(g,h) =1=> 1= pg+ qh fiir p,q € K[x].
Lemma mJ(Ln) == (t - ﬁ)l’l

Proposition Sei A=A, @A, D---DA,. Wobei A; = J(4;, p;) ® J(4;, pi2) ® J(4;, p;;)- Dann
ist my(t) = (t — A))P11(t — A,)P21 - (t — A4 )P mit paarweise verschiedenen 4.

Beweis (26)

ey 4, (1) = lem(m, (1)
= lem(m i, p,) (D)
= lem((t — A)")

— H(t — A)Pu

27 Satz:
SeiA e M,,,(K),A € kund g(t) = (t — )" sodass g(A) = 0. Dann ist A dhnlich zu einer
Matrix @ J(4;,p;) = J(A,(p;, -+, p,)). Dabei ist p = (p;, ---, p,) eine Partition von n ist mit

p; < m.

Beweis 27) B:=A-Al, € M, ,(K)
0 = g(A) = (A — AI,)"™ = B™ =, B ist eine nilpotente Matrix mit Nilpotenzindex < m
= dPe€ GL,(K) mit P_{BP= N(p), p = (py,+,ps) und p; < m.
Bemerkung: Der Nilpotenzindex von N(p) ist p;.
P'AP= P Y(B+ Al)P= P"'BP+ P7}(AI)P
= N(p)+ AL, = J(4, p).
Also ist A dhnlich zu J(4, p)

Lemma Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und f ein Endomorphismus von V
sowie ¢(1) € K[r] ein Polynom mit g(f) = 0. Sei g(r) = [] ¢;(¢) mit teilerfremden Faktoren.
V;:=ker(q;(f)) < V ist ein f-invarianter Unterraum von V und V= @V,
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Beweis (27) Wir definieren z;(r) = [], 4 4i() € K[1]
z;(t)q;(t) = q(t) furalle | <j<r
ged(z;) = w(t) ist eine Einheit & degw(r) =0
w(t)|z,(t) = g, -+ q, = Ji # 1, sodass w(t)|g;(t)
w(t)|z (1) = Jw(@) ist eine Einheit, weil ged(q;, g ) =1
ged(z;) =1= 3y, e K[1]: Y y,(1)z;(1) = 1
2 yi(f)=idy
Wir setzen v;: = z;(/)y(/)(v).
Dann gilt g;(/) ;) = g;(Nz;(NHy;(NH V) = q(Ny;(NH©W) = y;(Ha(H ) =0
=>v;, €V
v= 3 2Ny (N = T, v,
Alsoist V=Y V..
Wir miissen nun noch zeigen, dass diese Darstellung eindeutig ist.
Seiv=Yv;=Xb;,v,b €V,
v; = z;(NY;(NW) = z;(Ny; (N (T b)
=z;(Ny;(/)b)), dab; € ker(q;) =V, qilzj
Also ist die Darstellung eindeutig
veV,qH-f=rq0
= ¢,(N©V) = f(g;(HW) =0
= f(v) €ker(q; - ) =V,

28 Definition: ,,Jordan Normalform*
Es sei

J(A,n):= Al, + N(n)

(EB J(A,p,-,o)

J=1

dann ist heil3t
k

=@

i=1

]

Matrix in Jordan Normalform.

29 Lemma: Zerlegung des Minimalpolynoms

Ist eine Matrix die direkte Summe mehrerer Matrizen, so ist ihr Minimalpolynom das kleinste
gemeinsame Vielfache derer Minimalpolynome.

30 Lemma: Potenzen des Minimalpolynoms
Ist A die direkte Summe von J(4;, p;), wobei p; = ( pik) Partitionen sind, so ist

k

my) = [T (1= 4)™

i=1

Prof. Farkas Bodo Graumann
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31 Lemma: Existenz der Jordan Normalform
Existiert g(r) = (t — A)™ sodass g(A) = 0, so gibt es eine Partition p = (p,.) von n mit p; < m
sodass A dhnlich ist zu

P I p) = J(A, (py, -+ p,)
i=1

32 Satz: Satz von Jordan

1. Sei A € M, ,(K), so ist A dhnlich zu einer Jordan Normalform genau dann, wenn m 4()

in Linearfaktoren zerfillt.

2. Seien A und B zwei Jordan Normalformen A = @ J(A, p;) und B = @ J(u, ¢;). A und
B sind @hnlich genau dann, wenn die Summanden iibereinstimmen.

33 Korollar: Erkenntnisse aus dem Satz von Jordan
1. Jede Matrix iiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper ist dhnlich zu einer Jordan
Normalform.

2. Ist eine Matrix diagonalisierbar, so ist sie jordansch.
3. Hat eine Matrix mit reellen Eintrdgen nur reelle Eigenwerte, so ist sie jordansch.

4. Jede Matrix iiber C ist die Summe einer diagonalisierbaren Matrix D und einer nilpotenten
Matrix N. Dabei ist DN = ND.

5. Jede Matrix tiber C ist dhnlich zu ihrer Transponierten.

2 Bilinearformen

34 Definition: ,,Bilinearform*
Sei V' ein Vektorraum {iiber einem Korper K. Dann ist eine Abbildung f: VX V — K eine
Bilinearform, wenn sie fiir beide Argumente linear beziiglich Vektoraddition und skalarer Mul-
tiplikation ist.

35 Definition: ,,Gramsche Matrix*
Sei B = (el-) eine Basis von V/, dann ist

Gp(N) = (f;0)))i=1,

j=lieen

die Gramsche Matrix der Bilinearform f beziiglich der Basis B. Diese bestimmt die Bilinearform
eindeutig.

36 Satz: Basiswechselformel
Hat man zwei Basen B und B’ sowie die Basiswechselmatrix P, dann gilt

Cp(f) = PTGp(/)P

Prof. Farkas Bodo Graumann



Lineare Algebra II 2 Bilinearformen Seite 10

37 Definition: ,,symmetrische Bilinearform*
Eine Bilinearform heiflt symmetrisch, wenn fiir alle Vektoren v, w € V' gilt

J,w) = f(w,v)

38 Korollar: Gramsche Matrix symmetrischer Bilinearformen
Eine Bilinearform ist genau dann symmetrisch, wenn ihre Darstellungsmatrix symmetrisch ist.

39 Definition: ,,Radikal einer Bilinearform*
Das Radikal einer Bilinearform ist die Menge

{fveVflv,w)=0VweV}

40 Definition: ,,Degeneriertheit‘
Eine symmetrische Bilinearform ist genau dann ausgeartet wenn ihr Radikal nicht trivial ist.

41 Satz: Kriterium fiir Degeneriertheit
f ist genau dann nicht degeneriert, wenn ihre Darstellungsmatrix vollen Rang hat.

42 Definition: ,,quadratische Form*

q(v):= f(v,v)

heift die zu f gehdrige quadratische Form, wenn f symmetrisch ist.

43 Lemma: Riickfiihrung
Abgesehen bei Korpern des Charakters 2 ist

(0, 10) = 3 (g0 + ) = 4(0) - gw)

44 Definition: ,,Skalarprodukt*
Ein Skalarprodukt ist eine positiv-definite symmetrische Bilinearform eines R-Vektorraums.

45 Definition: ,,Euklidischer Raum**
Ein euklidischer Raum ist ein R-Vektorraum mit Skalarprodukt.

46 Definition: ,,Semilinear, sesquilinear, hermitesch‘
Eine Abbildung f heif3t

semilinear fiir /:V — V wenn f(v + w) = f(v) + f(w) und f(Av) = EF(U)

sesquilinear fiir f: VX V' — C wenn sie linear im ersten und semilinear im zweiten Argument
ist.

hermitesch fiir f: VXV — C, wenn s(v, w) = s(w, v)

Prof. Farkas Bodo Graumann
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47 Definition: ,,Unitirer Vektorraum*
Ein C-Vektorraum mit positiv-definiter hermitescher Sesquilinearform heif3t unitar.

48 Lemma: iiber Sesquilinearformen
Sei f: VX V — C eine Sesquilinearform mit Gramscher Matrix A. Dann gilt

1. Aist hermitesch: AT = A.
2. s(v,w) = x" Ay

3. Seien B und B’ Basen von V' dann ist
' \T ~ 3, B
G = (ML) GaM}

49 Lemma: hermitesche und quadratische Form
Ist s: VX V — C eine hermitesche Form und ¢: V' — C, g(v) = s(v, v) die zugehorige quadra-
tische Form, dann gilt

s(v,w) = i (qv+ w) — q(v —w) + iq(v + iw) — iq(v — iw))

50 Satz: Cauchy-Schwarzsche Ungleichung
Ist (V, (-, -)) ein unitérer oder euklidischer Vektorraum mit Norm ||v||: = 1/(v, v), dann gilt

Vo,w € V:[(v,w)| < lvllllwll
und die Gleichheit tritt genau dann ein, wenn v und w linear abhéngig sind.
51 Korollar: Eigenschaften der Norm
Im euklidischen/unitiren Vektorraum gilt
1. v =0 0v=0
2. | Aol = [A[llo]]
3. Nlv+wll < Mol + llwli

52 Definition: ,,orthogonal*

Zwei Vektoren heiflen orthogonal wenn ihr Skalarprodukt O ist. Zwei Untervektorraume U, W
heiBlen Orthogonal wenn alle Paare u € U und w € W orthogonal sind. Das orthogonale Kom-
plement zu U ist definiert als U: = {v € v|(u,v) = 0Vu € U}, der grofte zu U orthogonale
Untervektorraum von V.

53 Definition: ,,orthonormal‘

Eine Familie von Vektoren heifit orthonormal, wenn alle paare verschiedener Vektoren ortho-
gonal sind und alle Vektoren normiert sind. Eine orthonormale Basis heifit Orthonormalbasis.

Prof. Farkas Bodo Graumann
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54 Lemma: Zerlegung von Vektoren durch Orthonormalbasen
Eine Orthonormalbasis (e,-) zerlegt jeden Vektor mittels Skalarprodukt (Projektion):

dimV

v= Z (v, e;)e;
i=1

55 Satz: Projektion durch Orthonormalbasen

Sei U < V ein Unterraum und B = (el-) C U eine Orthonormalbasis von U. Dann ist die
Abbildung

dimU

Py = Y (vee
i=1

linear und unabhiéngig von der Wahl der Basis B. p;; heif3it Projektion von V auf U.

56 Definition: ,,Winkel*
Sei (V, (-, -)) ein euklidischer Vektorraum und v, w € V'\ {0}, dann heif3t

(v, w)

0 = «(v, w): = arccos
llolllfewll

der Winkel zwischen v und w.

Insbesondere sind v und w orthogonal wenn 6 = 7 und kollinear wenn § = 0 oder 6 = —z.

2.1 Orthonormalisierungssatz von Gram-Schmidt

57 Lemma: orthonormalisierung

Sind v; linear unabhéngig im euklidischen Raum V/, dann gibt es eine orthonormale Familie
von Vektoren, die den gleichen Untervektorraum aufspannt.

58 Satz: Satz von Gram-Schmidt

Zu jeder Orthonormalbasis von U < V gibt es eine Ergidnzung zu einer Orthonormalbasis von
V.

59 Definition: ,,Gramsche Determinante
Seien v;, 1 £i < m, m < n =dimV Vektoren, dann ist die Gramsche Determinante definiert
als

<UI’UI> <Ul,U2> <Ul’Um>
G(vy, -, 0,) = <U2;”1> (Uz.».U2>
<Um,U1> <Um’ Um>

Prof. Farkas Bodo Graumann
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60 Lemma: Eigenschaften der Gramschen Determinante

Die Gramsche Determinante ist nicht negativ und 0 genau dann, wenn die Vektoren linear
abhingig sind.

61 Definition: ,,Volumen*‘
Das m-dimensionale Volumen der v; ist

Vol(vy, -+ ,v,): =4/ G(V], -, v,)

62 Satz: Ungleichung von Hadamard
Seien v; Vektoren in V', dann gilt

Vol(vy, -+, v,) < o [Hllvg]] -+ oyl

63 Definition: ,,orthogonale Abbildung*
Eine Abbildung heiflt orthogonal, falls

(f(v), f(w)) = (v, w)

firalle v, win V.

64 Lemma: Einordnung
Jede orthogonale Abbildung f: V' — V ist R-linear.

65 Bemerkung: Raum der orthogonalen Abbildungen
Die orthogonalen Endomorphismen bilden eine Gruppe fiir endlich-dimensionale Vektorridu-
me, sie heilt die orthogonale Gruppe O(R). Ist insbesondere die Determinante der Darstellungs-
matrix gleich 1, dann gehort die Abbildung zur speziellen orthogonalen Gruppe SO(R).

66 Definition: ,,Bewegung*‘
Eine Bewegung von V ist eine Abbildung f: V' — V mit

15) = pa)l| = llv — wl|

firallev,w e V.

67 Satz: Orthogonalitiit von Bewegungen
Ist g: V — V eine Bewegung, so ist die Abbildung

f(v) = p(v) = pO)
orthogonal. Insbesondere ist jede Bewegung, die O festhélt orthogonal.
68 Korollar: Raum der Bewegungen

Ist dim V' < oo dann ist jede Bewegung bijektiv und die Bewegungen bilden eine Gruppe
beziiglich der Verkniipfung.
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69 Lemma: Orthogonalitiit der Darstellungsmatrix

Ein Endomorphismus ist genau dann orthogonal, wenn seine Darstellungsmatrix orthogonal
ist.

70 Lemma: Eigenschaften der speziellen orthogonalen Gruppe

Ist n = dim V' < oo ungerade und A € SO(R), dann ist det A — I,, = 0. A besitzt also den
Eigenwert 1 und hat einen Fixpunkt v; # 0.

71 Definition: ,,Spiegelung*‘
Die R-lineare Abbildung s: V' — V definiert als

s=2p,—id
wobei p, die Projektion von V' auf U < V ist, heil3t Spiegelung von V' an U.

72 Lemma: Determinante der Spiegelungsmatrix
Die Determinante der Spiegelungsmatrix ist 1, wenn n = dim V' gerade ist und —1 andernfalls.

2.2 Drehungen

73 Lemma: Charakterisierung der orthogonalen Abbildungen
Ist A € O,(R), dann gibt es ein @ € [0, 27) so dass fiir det A = 1 gilt

A= cos@ —sing
“ \sing cosg
und fiir det A = —1:
A= cos@ sing
“ \sing —cosg
AuBerdem sind die Elemente von SO, (R) gerade die Drehungen.

74 Lemma: Drehungen im R*
A € R3 ist genau dann eine Drehung, wenn A € SO;(R) ist.

75 Satz: Klassifikation der Bewegungen von R>
Die Bewegungen von R? werden erzeugt von den Translationen, Drehungen und einer Spie-
gelung.

2.3 Gruppentheorie

76 Definition: ,,Symmetriegruppe*

Sei M C V. Eine Symmetrie ist eine Bewegung, die M in sich iiberfiihrt. Das heifit S(M) = M.
Die Symmetrien bilden eine Untergruppe, der Bewegungsgruppe.
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77 Satz: Untergruppen der orthogonalen Gruppe in R?

Die Untegruppen von O, (R) sind die zyklischen Gruppen (erzeugt von einer Drehung um 27”)
und die Diedergruppen von D,,.

78 Lemma: Berechnung von der Spur einer Drehung
Fiir eine Drehung um den Winkel ¢ und ihre Darstellungsmatrix A gilt

TrA=1+42cosg

79 Satz: Untergruppen der orthogonalen Gruppen in R>
Die Untergruppen von SO;(R) sind die zyklische Gruppe, die Diedergruppen und die Tetra-
dergruppe.

3 Affine Geometrie

80 Definition: ,,Tupel*

Ein Tupel (A, V, @) ist ein affiner Raum, wobei A eine Menge ist, V' ein K-Vektorraum und
@: AX A — V eine Abbildung wobei mit AB: = @(A, B) gilt:

1. AB+ BC = AC

2. Bei Wahl von A und v = AB existiert B eindeutig bestimmt.

81 Bemerkung: Eigenschaften

e AA=0€cV
e BA=—AB

e FirAe Aistop,: A= V,p, (B): = ﬁbijekﬁv,

82 Satz: Affine Kombination
Fiir p+ 1 Punkte A; aus A und ay + &) + --- + a, = 1 gibt es genau einen Punkt P € A sodass

83 Definition: ,,affiner Unterraum*
Ein affiner Unterraum A’ C A ist eine Teilmenge sodass {ﬁ} < Vist

84 Definition: ,,affin unabhéngig*
Eine Familie von Punkten eines affinen Raums heiflen affin unabhiingig genau dann, wenn
keiner von ihnen als affine Kombination der anderen Dargestellt werden kann.
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85 Lemma: affine Unabhéingigkeit, lineare Unabhingigkeit

Affine Punkte sind affin unabhingig, wenn die Verbindungsvektoren eines von ihnen zu allen
anderen linear Unabhingig sind.

86 Lemma: Charakterisierung von affinen Unterrdumen

Der zugehorige Vektorraum zu einem affinen Unterraum ist bereits die Menge der Verbin-

dungsvektoren eines Basispunktes zu allen anderen und hiingt nicht von der Wahl des Basis-
punktes ab.

87 Definition: ,,kartesisches Koordinatensystem*

Habe der affine Raum A die Dimension n. Dann ist ein kartesisches Koordinatensystem ein
Paar R = (O, B) mit O € A und B = (e, ey, ,e,) einer Basis von V. Dann lisst sich jeder

Punkt als
O_})) = alel + -+ anen

darstellen mit eindeutigen kartesischen Koordinaten «;.

88 Definition: ,,affines Koordinatensystem*
Ein affines Koordinatensystem besteht aus n + 1 affin unabhiingigen Punkten.

89 Lemma: Darstellung

Zu einem affinen Koordinatensystem gibt es eine eindeutige affine Kombination aller Punkte
von A.

90 Definition: ,,Teilverhaltnis‘
Ein Skalar A € K mit AP = APB heiBt das Teilverhiltnis von (A, B| P).

91 Lemma: Formeln fiir Teilverhaltnisse
Seien A, B, C verschiedene kollineare Punkte, dann gilt

(4, BIC) = 4
(A,C|IB)=—-(A+1)
(B.AIO) = 2
(B.Cl4) = -2
(CAIB) ==
(C.BlA) =~
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92 Satz: Hyperebenengleichung
Fiir einen Punkt P= ayEy + - + o, E, gilt
&y Qo - A1
Pe Ay A, | & T :
a

n

93 Satz: Satz von Minelaos

Seien A, B, C Punkte eines affinen Raums und A4, € AB, B, € AC und C, e AB gegeben.
A;, B und C; sind genau dann kollinear, wenn

(B’ ClAl)(C7 AlBl)(A, Blcl) =-1

94 Bemerkung: Verallgemeinerung des Satzes von Minelaos
Der obige Satz lasst sich analog fiir # affin unabhéngige Punkte aufstellen.

95 Definition: ,,affine Abbildung*
Eine affine Abbildung (oder affiner Morphismus) ist eine Abbildung f: .4 — BB sodass

flaP+pQ)=af(P+pf(Q) VPOQeA a+f=1

96 Satz: zugehorige lineare Abbildung
Ist f: A — B ein affiner Morphismus, dann gib es eine lineare Abbildung #: V' — W so dass

H(OP) = f(O)f(P)

97 Lemma: Abbildung von affinen Unterrdumen

Ist (A, V") ein affiner Unterraum von A, dann ist (f(A'), #(V")) ein affiner Unterraum des
Bildraums.

98 Definition: ,,parallele Unterriume*

Zwei affine Unterrdume heiflen Parallel, wenn ihre zugehdrigen Vektorrdume V; und V, die
Bedingung V; C V, oder V, C V, erfiillen. (Achtung, diese Eigenschaft ist nicht transitiv!)

99 Lemma: Darstellung von affinen Abbildungen

Jede affine Abbildung wird durch zwei Matrizen A € K™ und B € K" beschrieben werden
und es gilt fiir die kartesische Koordinaten X € K" und Y € K™:

Y=B+ AX

100 Satz: Satz von GauB-Lagrange

Sei g: V — K eine quadratische Form. Dann gibt es eine Basis, sodass die Darstellungsmatrix
Diagonalform annimmt, und die ersten r = rk g Elemente nicht O sind. Es gilt also in dieser
Basis:

gx) = /llx% + -+ Arxf
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101 Korollar: Spezialfille
Insbesondere konnen also die 4; in C zu 1 normiert werden und in R zu 1 oder —1. Sortiert
man dann in R noch die 1 an den Anfang, so ist die Anzahl dieser der Index der quadratischen
Form.

102 Satz: Satz von Sylvester
Der Index einer reellen quadratischen Form ist invariant (gegeniiber Wahl der Basis).

103 Definition: ,,Aquivalenz von quadratischen Formen*
Zwei quadratische Formen g, g, heiflen dquivalent, wenn es ein t € GL(V) gibt, sodass
&) =g/(t(v) firallev e V.

104 Lemma: Kategorisierung der quadratischen Formen in R und C

In C bilden alle quadratischen Formen mit gleichem Rang eine Aquivalenzklasse und unter R
all jene mit gleichem Rang und gleichem Index.

105 Satz: Satz von Jakobi

Sei g eine quadratische Form und die Hauptunterminoren (4;) der Darstellungsmatrix sind
nicht Null, dann gibt es eine Basis, sodass g folgende Form annimmt:

1 2 Al 2 A -1 _2
g(x) = A—lx1 + A_2x2 + -+ Z—nxn

106 Satz: Hauptunterminore symmetrischer Matrizen

Eine symmetrische Matrix hat genau dann positive Hauptunterminore, wenn sie positiv-definit
ist.

107 Definition: ,,Biaffine Formen*¢
Eine biaffine Form ist eine Abbildung G: A X A — K fiir diemita + f =1 gilt

G(aP; + P, Q) = aG(P, Q) + BG(Py, Q)
G(P,aQ; + fQ,) = aG(P, Qy) + fG(P, Q)

firalle P, P, P,,Q,0,,0, € A.

108 Lemma: lineare Abbildung zu biaffinen Formen

Ist G eine biaffine Abbildung, dann gibt es eindeutig bestimmte lineare Abbildung f; und f,
sowie eine Bilinearform g, sodass

G(P,Q) = g(OP,00) + f,(OP) + £,(00) + ¢

mit einem ¢ € K.
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109 Korollar: Darstellung von biaffinen Formen
Wir kdnnen eine biaffine Form also mit A € K™, B € K" und ¢ € K darstellen als

G(x,y)=x"Ay+ Bx+ By +c

110 Definition: ,,quadratische Varietiiten / Quadrik*
Eine Quadrik ist die Nullstellenmenge einer biaffinen Form G(x, x).

111 Definition: ,,erweiterte Matrix*‘
Die erweiterte Matrix einer biaffinen Form ist

A BT
o-(3 %)
112 Satz: Ringe der Matrizen
Seiri=rkAund p:=rkG.Dann giltr < p < r+2.

113 Satz: Diagonalisierungssatz
Sei G(x) = x” Ax 4+ 2Bx + ¢ eine Quadrik und r = 1k A, p = rk G sowie p = index A. Dann
gibt es eine Basis sodass

1. Fiir p = r gilt: G(x)=xf+---+x12,—x12)+1—---—x%zO.
2. Furp:r+1gﬂt:G(x):xf+---+x§—x§+l—~--—x§—1=0.
3. Firp =r+2gilt: G(x)=x%+---+x;‘;—x;‘;+l—---—xf—Zx,H =0.

114 Definition: ,,Mittelpunkt der Quadrik‘

Ein Punkt M des affinen Raums heif3t Mittelpunkt der Quadrik H genau dann, wenn fiir alle
Pe H auch (2M — P) € H ist. (Die Spiegelung von P an M.)

115 Satz: Kriterium fiir Mittelpunkte

Ein Punkt M ist Mittelpunkt (Zentrum) der Quadrik, wenn B+ M TA=0bzw. AM+B" =0
(weil fiir die Quadrik oBdA A = AT gewihlt werden kann).

116 Korollar: Existenz
H besitzt ein Zentrum genau dann, wenn rk A = rk (A, BT).

117 Korollar: Raum der Mittelpunkte
Der Raum der Mittelpunkte von H ist ein affiner Teilraum von .4 der Dimension n — r.

118 Bemerkung: Werte bei den Mittelpunkten
Die biaffine Form hat bei den Mittelpunkten den selben Wert.
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119 Definition: ,,singulirer Punkt*
Ein Mittelpunkt der Teil der Quadrik ist, heiflit singuldrer Punkt der Quadrik.

120 Satz: Kriterium fiir singulire Punkte

P ist ein singulirer Punkt genau dann, wenn AP+ BT = 0und BT + C = 0 ist.

121 Korollar: ExistenzKkriterium

H besitzt einen singuldren Punkt genau dann, wenn p = r ist.

Beispiele

Kegelschnitte im R?
p=3r=2,p=2
p=3r=2,p=1
p=3,r=2,p=0
p=3r=1p=1
p=2r=2,p=2
p=2,r=2,p=1
p=2r=1,p=1

und im R3
p=4,r=3,p=3
p=4r=3,p=2
p=4r=3,p=1
p=3,r=2,p=2
p=3r=2,p=1
p=3r=1,p=1
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x*+3y*—1=0  Ellipse
x?=y>=1=0  Hyperbel
—x2—y2—1=0 Leer

x2=2y=0 Parabel

x> +y>=0 Punkt

x2 -y’ =0 Geradenpaar mit Schnittpunkt
x>-1=0 2 parallele Geraden

x> +y*+z2—1=0 Ellipsoid
x>*+y*—z>—1=0 einschaliger Hyperboloid
x> —y*—2z>—1=0 zweischaliger Hyperboloid

X +yP—1=0 elliptischer Zylinder
=y =1=0 hyperbolischer Zylinder
x?=2y=0 parabolischer Zylinder
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